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В электрических цепях при установившемся синусоидальном режиме 
различают три вида мощности: активную Р, реактивную Q и кажущуюся 
мощность 5. Величины P n Q  находят как алгебраические суммы мощ­
ностей на отдельных элементах цепи, то есть по формулам
П Tl
P =  ^ P k =  V t f ft Ik COSf, , ( 1 . 1 )
I t - I  k— X
п п
Q - K  Qk — V  Uk Ik Sintpft . (1.2)
It--A A=--= I
Понятие о кажущейся мощности 5  электрического многополюсника
четко еще не установлено. Еще более неясным является вопрос о кажу­
щейся и реактивной мощностях при несинусоидальных режимах.
Пусть из какой-либо цепи выделен участок, связанный с остальной 
частью при помощи п проводов. С нашей точки зрения, наиболее есте­
ственно определить кажущуюся мощность такого участка, как ту макси­
мальную активную мощность, которую можно получить от остальной, ча­
сти цепи при заданных эффективных (действующих) значениях токов в 
соединительных проводах и приложенных к многополюснику напряжений.
Разумеется, приведенная формулировка оставляет открытым вопрос о 
выборе точки отсчета напряжений многополюсника. Величины кажущихся 
мощностей различных цепей можно будет сравнивать только в случае, 
когда точки отсчета напряжений будут выбраны совершенно одинаковым 
образом. На это весьма важное обстоятельство следует обращать особое 
внимание. Следует иметь в виду, что величина кажущейся мощности
сама по себе без указания определяющей ее системы напряжений никак
не характеризует ни приемную, ни питающую части электрической цепи.
Обозначая для краткости напряжения G10, G20. . . ,  Uno (Uko — напряже­
ние между начальной точкой и Æ-тым проводом) через Uu G2, . . . , G h для 
определения кажущейся мощности, очевидно, получим выражение
п
S = V t f ft/*. (1.3)
A-I
Естественно предположить, что кажущаяся и активная мощности свя­
заны зависимостью
S 2 =  P*+  / X  (1.4)
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Физический смысл мощности IJt учитывающей различие между вели­
чинами F3 и S y будет зависеть от вида цепи и се режима. Мощность U  
назовем сопровождающей мощностью. Для двухполюсника D  — Q при 
установившемся синусоидальном режиме и D =  Y Q  2 'ф ТіГ при перио­
дическом несинусоидальном режиме, где Tll — мощность искажения.
Целью настоящей работы является установление факторов, влияющих 
на величину сопровождающей мощностьи и выяснение связей между 
этой мощностью и другими известными видами мощностей.
Изложение произведем в следующем порядке. Сначала кратко рассмот­
рим используемые далее математические понятия и операции. Затем 
получим выражения эффективных значений с и с т е м  периодических то­
ков и напряжений и рассмотрим способы их символического изображения 
и, наконец, выведем соответствующие выражения для различных видов 
мощности сначала для синусоидального, а потом периодического иееину* 
соидального режима.
2. Некоторые математические понятия и о п е р а ц и и
Назовем п — мерным вектором À систему из п чисел, расположенных 






где Ah — компоненты вектора. Если эти компоненты суть комплексные числа 
A u À2t. . . ,Ап, то вектор будем обозначать через À. При замене
А А А
A li A2t, . . ,A n  на сопряженные комплексы A lt 'A2, . . . , A n соответствующий
TE
вектор примет вид А .
Длину (абсолютную величину) вектора определим, как корень квад­
ратный из суммы квадратов абсолютных значений его компонент, то есть
|д |— |/"|/1р2+  [Л + +  • * *~гИж“. (2*2)
TT -т л~
Заметим, что длины векторов А и Л одинаковы, то есть |Д |= |А ‘. При­
ведем еще определения скалярного и векторного произведений двух мно­
гомерных векторов.
Под скалярным произведением n-мерных векторов À к Б  будем по­
нимать число, равное алгебраической сумме их одноименных (первых, 
вторых и т. д.) компонент, то есть
п
А . Б  =  A j А, +  A2E2 +  . . .  +  АпБп =  Б« • (2>3)
A=I
- L .  7 \  ~
Скалярные произведения Л . S j А . Б  и т. д. определяются аналогично. 
Например
—г Л~ .А  . Л  • Q А
А . Б =  A1S 1Ar A2S 2-+-.. .Ar  AnS  ^ J Z À k S ^  (2-4)
k—i
79
Векторным произведением и-мерных векторов А и Б  назовем 
мерный вектор, определяемый выражением:
//(// 1)
A 1 A 2 - A 2A 1
A xBs — A TtB x




















An к  IBn I A2Bn — AnB2
(2.5)
А п- \ Б п—А пБп -i







и Б B 2B 3
B i
представляет 4(4— 1)AT  с____ і—   Кb-мерный вектор
(2.5)
A 1B 2 — A2A1 
A1A3 — A 3B 1 
A xB i -  A4A1 
ь — A2A3-  A3A2
A2A4 -  A4A.,
A3A4 -  A 1A3
Длина вектора B  =  А  X  Б  находится обычным путем
IВ I =  i /■ + I 2 +  | ß , ) + - . . . +  Bjlinzll 
V ' I "2
л  «(ft—I) =где Bk— компоненты — ------------мерного вектора В  .
(2.6)
(2.7)
Непосредственной подстановкой можно было бы доказать, что между 
произведениями длин векторов и абсолютными значениями их векторных 
и скалярных произведений существуют связи, выражаемые зависимостью
!  д2 _ _12 _'21._і 2
| Л.  а ! + | А Х / |  = \À \  \б\ . (2.8)
Если компонентами векторов являются вещественные числа, то эта фор­
мула упрощается „  _  „  „
IА  . A  J2+  р Т Х ^ Г =  lAf|Äp. (2.9
Когда компоненты векторов в свою очередь являются некоторыми, д о ­
пустим, 5-мерными векторами, то скалярное произведение находится 
обычным путем R
п п S
4 .  Bk=  2  S  Ак1 Б  ’
/C=I k—\ I—I
(2.10)





+  I A  ! А к i U  j
+  U = +  \ À —I : , / 1 / ; -- . J E /; --
Efl 2 (2 .1 1 )
An I I B n I A ll-S Eks
Векторное произведение векторов А и Б  определяется по вираже- 





Л j 2 B 12
A xs
A 2I в ,
Bls
B21









A xxE 1C1 A x^ E11 
A xxE13 — A n Eix
An.s \Ens AnsEntS i
Произведение Л > ( £  представляет, очевидно, - 
тор. Длина этого вектора находится по формуле
1 +  | / i f i i 3 + I f i l 2 + . . . -




В,: ; Ц К - 1) (2.14)
3 .  Э ф ф е к т и в н ы е  з н а ч е н и я  с и с т е м  п е р и о д и ч е с к и х  
т о к о в  и  н а п р я ж е н и й
С целью облегчения последующих выкладок будем использовать по 
нятия об эффективных (среднеквадратичных) значениях систем периодш 
ческих токов и напряжений:






T 'л I /k= о
i  Y ,
(3.1)
(3.2)
где u  =  i i u ( t )  и i  = L  0  — периодические напряжения и токи с перио­
дом, равным Т,
Uk и Ik — эффективные значения uK(t) и i (t).
(I. Ши, ТПИ, т. Tl 81




U = и I =
Un In
которые далее будем называть векторами эффективных значений с и с т е м  
напряжений и токов.
4. Символическое изображение систем периодических
напряжений и токов
Периодические напряжения и,: [t) и токи Ik(J) после разложения в ряд 
Фурье всегда можно представить в виде:
о




^ ^ + 2 / ,,/Sin (Iml-JJll)l
I= I
(4.2)
где s число гармоник. Далее из комплексов эффективных значений гар­
моник можно построить векторы
где
(4.3)
U n o I п о
O =
O n l
И  I k  =
I n  1
U n s O s
Ok1 =  UKl ehi:h
I  и! ~~І id C"'Ul- (4.4)
Величина Ok — представляет символический вектор периодического
напряжения uK(t), a Ih- — подобный же вектор тока iK(J). Длины векторов
Uk и Ik равны эффективным значениям Hk (J) и ік( і і
Для характеристики системы, определяемой п периодическими напря­




H и  /  =
L J n ’/ «
компонентами которых являются выражения (4.3).
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В е л и ч и н ы  О  и  I  п р е д с т а в л я ю т  с и м в о л и ч е с к и е  в е к т о р ы  с и с т е м  
п е р и о д и ч е с к и х  н а п р я ж е н и й  и  т о к о в .  В  ч а с т н о м  с л у ч а е  с и с т е м ы  с и н у с о и ­
д а л ь н ы х  ф у н к ц и й  и х  с и м в о л и ч е с к и е  в е к т о р ы  у п р о щ а ю т с я  и  п р и н и м а ю т  в и д :
(4.6)
T 1 Л
T  = T 2 И / =
Tn In
5. Мощности цепи при синусоидальном режиме
П у с т ь  д л я  п а с с и в н о г о  у ч а с т к а  э л е к т р и ч е с к о й  ц е п и ,  с в я з а н н о г о  с  е е  
п и т а ю щ е й  ч а с т ь ю  ( э к в и в а л е н т н ы м  г е н е р а т о р о м )  п  п р о в о д а м и ^  з а д а н ы  в е к ­
т о р ы  с и с т е м  к о м п л е к с о в  э ф ф е к т и в н ы х  з н а ч е н и й  е г о  т о к о в  /  и  н а п р я ж е ­
н и й  О .  С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в е к т о р о в  Ü  и  / ,  к а к  н е т р у д н о  з а м е т и т ь ,  
б у д е т  р а в н о  с и м в о л и ч е с к о й  м о щ н о с т и ,  т о  е с т ь
L Л  = P + J Q .  (5.1)
О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о  а к т и в н а я  и  р е а к т и в н а я  м о щ н о с т и  ц е п и  с л е д у ю ­
щ и м  о б р а з о м  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  в е к т о р ы  U n L
P =  Re(Ü  . / ) ,
Q =  Jm ( О . /) .
(5.2)
(5.3)
Т а к и м  о б р а з о м ,  а к т и в н а я  ( с р е д н я я )  и  р е а к т и в н а я  м о щ н о с т и  с о о т в е т ­
с т в е н н о  р а в н ы  д е й с т в и т е л ь н о й  и  м н и м о й  ч а с т я м  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я  
в е к т о р а  с и с т е м ы  к о м п л е к с о в  э ф ф е к т и в н ы х  з н а ч е н и й  н а п р я ж е н и й  ц е п и  
н а  с о п р я ж е н н ы й  в е к т о р  т о к о в
З а м е н и в  в  в е к т о р а х  U w I  к о м п л е к с ы  Uk и Ik н а  м о д у л и  Uk и  Ik , 
п о л у ч и м  в е к т о р ы  э ф ф е к т и в н ы х  з н а ч е н и й  н а п р я ж е н и й  ик = ] / 2  Uk sin^-j-o+) 
и  т о к о в  Ik =  Y '2 Ik s i n ( « ) / + ß K. ) ц е п и .
В е к т о р ы  э т и  б у д у т  в и д а
( 5 .
К а ж у щ а я с я  м о щ н о с т ь  S y к а к  э т о  н е п о с р е д с т в е н н о  в и д н о  и з  в ы р а ж е ­
н и я  ( I lJ i ) ,  м о ж е т  т р а к т о в а т ь с я  к а к  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в е к т о р о в  
LJ и  / ,  т .  е .
G 1
G 2 I2





Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  в  о б щ е м  с л у ч а е  м о щ н о с т ь  5  б у д е т  б о л ь ш е  м о д у л я  
с и м в о л и ч е с к о й  м о щ н о с т и ,  т о  е с т ь
S > \ P + j Q \ Ti . '/ (5.6)
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Следовательно, чтобы связать воедино мощности P1 Q u S  необходимо 
ввести в рассмотрение некоторую дополнительную мощно:гь, которую 
обозначим через Tf . Найдем выражение мощности Ti через векторы
L  и Т .
Пользуясь равенствами
| 7 / . >  +  | L x l 2= I  L I 2 IZK (5.7)
| L .  T j2 +  L x x J - = I L i 2I r i 2 (5.8)
и замечая, что
| L .  7 j2=  F  +  Q j  (5.9)
I L \  T j = S j  (5.10)
I L r lT l2 =  I L | ' | r | 2, (5.11)
можем получить
где
S 2 =  P 2 Q2 +  7%, ■ (5.12)
Tf =  V  \ Q x Z j 2- I L  X / I2- (5.13)
Рассматривая выражение (5.12), заключаем, что принятая зависимость 
(1,4) между кажущейся и активной мощностями подтверждается, причем 
сопровождающая_ мощность D  следующим образом выражается через
векторы U и /:
D ~  \ /  I j m Vu  +  j  +  I L x  1 12 — I L X  Г |2 ■ 0.14)
Обозначим
W  Х 'І \  =  Т, (5.15)
I L x l =  Ta (5.16)
и выясним физический смысл мощностей Т, , T и Ta . Для этой цели 
возьмем участок цепи (нагрузку), симметричный относительно точ­
ки отсчета напряжений Ù\ , On и допустим, что
Oi  ^ 0_к_ _ __7 Dп — Tf ; — + i , . . ., . — ^ к ) • • > у •
/  Lz * п
Примером такого участка может служить трехфазная нагрузка, фазы ко- 
торой соединены звездой с нулевым проводом при отсутствии взаимо­
действия между фазами.
Подставляя в формулы (5.15),(5.16) и (5.13) соотношение
У і - ы г .  / ' " , ( 4 = 1 , 2 ........»>, (MT)
Ik
где <?к =  ак — X , получаем
/ 2T =  л /  V j  гл e7'5л- z„ е +  ГP 0 P a , (5.18)' P  Ct p  x > q с q i i  p  i  q
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(значки р и q выбираются в соответствии с 2.4).
Отсюда видим, что при Z9 =  Zq (модули сопротивлений между базис­
ным зажимом и остальными проводами равны) мощность Ta обращается 
в нуль. При <?р =  ffp (углы сопротивлений равны) нулю, будет равна мощ­
ность То . Наконец, когда имеют место оба условия, становится равной 
нулю и мощность Т. Таким образом, мощность Ta естественно назвать 
мощностью амплитудной (модульной) несимметрии, Z9 — мощностью фазо­
вой несимметрии, а Г —-мощностью полной несимметрии цепи.
Очевидно, что сопровождающая мощность следующим образом выра­
жается через мощности Q и Ti :
Таким образом, при синусоидальном режиме пассивного участка элек­
трической цепи, разница между потребляемой активной мощностью и воз­
можным при данных условиях ее максимумом, то есть кажущейся мощ­
ностью, разница, которая характеризуется сопровождающейся мощностью 
D i получается, во-первых, благодаря несовпадению по фазе между напря­
жениями и токами, что учитывается реактивной мощностью Q, и, во-вто­
рых, из-за несимметрии цепи по отношению к выбранной точке отсчета 
напряжений, что учитывается мощностью фазовой несимметрии T19 .Квад­
рат сопровождающей мощности равен сумме квадратов реактивной мощ 
ности и мощности фазовой несимметрии. Если мощность амплитудной 
несимметрии равна нулю, то полная мощность несимметрии и мощность 
фазовой несимметрии оказываются равными. В этом случае
6. Мощности двухполюсника при несинусоидальном
режиме
Прежде чем переходить к общему случаю несинусоидального режима 
многополюсника, посмотрим, как выразить различные виды мощности
двухполюсника через символические векторы напряжения Ü  и тока /  
(см. выражения 4.3).




и представляют эффективные значения напряжения u(t) и тока i(t), то 
кажущаяся мощность получается как произведение длин векторов IJ к 
/, то есть
Вычисляя скалярное произведение вектора напряжения U и сопряжен-
А
ного вектора тока I , обнаруживаем, что оно равно символической мощ­
ности двухполюсника. Действительно,
Ù . / = U 0I0J O iIr R . .  . - R O J s = P J j Q .  
Следовательно,
P =  Re (О . I  ),




Известно, что для двухполюсника квадрат кажущейся мощности ра­
вен сумме квадратов активной, реактивной и квадрата мощности иска­
жения T u . Мощность Tll , как это видно из выражения
О  j2 / I 2’ (6.6)\ и  . / | 2 ~ Н  U X  І\
которое можно переписать в виде
/» +  Q4 I ^ X O 2 =  S2. (6,7)
равна абсолютному значению векторного произведения векторов U и /, 
то есть _  _
Tu =  \ Ù X  і \  (6.8)
Мощность искажения обращается в нуль, когда векторы U  и /  про­
порциональны, что возможно только для цепи, состоящей из активных 
сопротивлений. Действительно, в этом случае
û  = г 7 ,
где /'-—активное сопротивление двухполюсника, и
тп =  \ Ъ х І \  =  \ г О Х Ъ  =  ѵ- (б -+
7. Мощности многополюсника при несинусоидальном режиме




U il I n
O 1 E s
О , __ O20 , / = D I 2 0
On O2x I Tn 4-
O iw I  по
Oux I  ns
(7.1)
где в компонентах Uhc и Ihc-— первый индекс указывает номер зажима 
многополюсника, а второй индекс—номер гармоники.
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У  E uK-T-Q
I S a1.
V  E p пк
Пользуясь векторами Ui I, U и I i способом указанным в п .  6, при­
ходим к следующим зависимостям, определяющим различные виды мощ­
ности я-полгосника
P =  Re(U. I ), 




(7.5)Jm (U . I ) +  \ U X  U1 -  \ и Х 1 \
Сравнивая эти выражения с полученными в п. 6, видим, что формаль­
но все виды мощности при несинусоидальном режиме определяются так 
же, как и при синусоидальном режиме, только символические векторы
u n i  должны строиться с учетом комплексов эффективных значений 
всех гармоник токов и напряжений.
В качестве примера рассмотрим определение различных видов мощ­
ности трехфазной цепи с нулевым проводом.
8. Мощности трехфазной  цепи, фазы которой соединены 
в звезду с нулевым проводом
В рассматриваемой цепи в практике принято за начало отсчета напря­
жений брать нулевой провод. Обозначая напряжения фаз относительно 
нулевого провода через ііаИв и ис и токи фаз через /+ , ів и іс , а ток 
нулевого провода через і0, строим, предполагая синусоидальный режим, 
символические векторы
U
и  л Іл





Четвертая компонента вектора Ü принята равной нулю, так как на“ 
пряжение между нулевым проводом и точкой отсчета, в качестве кото­
рой тоже взят нулевой провод, очевидно, равно нулю.
На основании выражений (5.2 и 5.6) находим активную и кажущуюся 
мощности
= S g ,,P  =  RU U  . I) = JXU,.- I,.- CCS-Tk ,
i ,= A .  В,С
S  =  U J I =  л и к Ik ,
к = A ,  В, С
(8.2)









( 8 . 4 )
Из соотношений (5.13, 5 15 и 5.16) определяем составляющие сопровож­
дающей мощности
1 :: | /  S i йр 'I4 - U q 'Ip
р д  A 1S 1C
+  ( S g+ У +Xfu=A ,В,С /
( 8 , 5
Та =  S /  2 І В Д  - и '‘ 1р Г +  f S  G e <
\  p.<jz=A,&,C \ KzzsAJilC i
/T: - I Г -  T1J: I /  У ф р Т - О г ,  / „ f - P p h  - + I , ,  !%
I ' p ,q= Â,B .C
Q =  J/n(U . / )  =  S g «  Ik SiIl ŸK- .
K = А,В, С
В случае несинусоидального режима рассматриваемой цепи ход 
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Здесь Uki и Ik1 — комплексы эффективных значений напряжения и тока 
£-той фазы (включая и нулевой провод) для гармоники I.
9. О коэффициенте мощности
Если под коэффициентом активной мощности понимать величину, ха­
рактеризующую отношение потребляемой многополюсником активной 
мощности к ее максимуму, то есть к кажущейся мощности, то для оп­
ределения коэффициента мощности может служить выражение:
Поскольку составляющими сопровождающей мощности являются реак­
тивная мощность и мощности несимметрии, то на величину коэффициен­
та мощности оказывают влияние как фазовые сдвиги между токами и на­
пряжениями, так и различного рода несимметрии (неидентичность форм 
кривых токов и напряжений, фазовые и амплитудные несимметрии отно­
сительно начала отсчета напряжений и т. д.).
Подобно (9.1), можно ввести понятие о коэффициенте сопровожда- . 
іощей мощности
Это соотношение по своему внешнему виду совершенно подобно 
обычному выражению
где cos? и sin? соответственно коэффициенты активной и реактивной мощ­
ностей двухполюсника при синусоидальном режиме.
В 1939 г. И. Розенцвейг предложил теорию мощности многофазных 
токов, основным положением которой является определение кажущейся 
мощности как максимальной активной мощности при заданных суммах 
квадратов эффективных напряжений и токов. Теория Розенцвейга легко 
распространяется и на общий случай многополюсной цепи. Автор настоя­
щей работы одно время (в 1949 г.) также полагал, что в основе общей 
теории мощности должно лежать указанное положение. В последнее вре­
мя в 1951 г. почти аналогичную теорию выдвинул Л. С. Лурье.
Однако задание с у м м  к в а д р а т о в  эффективных токов и напряже­
ний, очевидно, значительно слабее характеризует состояние многопо­
люсника, чем задание самих токов и напряжений. По этой причине мы 
полагаем, что принятое в настоящей работе определение кажущейся мощ­
ности более правильно, чем исходное положение теории Розенцвейга.
Заметим, что если распространить эту теорию па многополюсники об­
щего вида, то выражения для различных видов мощности получатся в 
виде: •








COS+ +  Sin2 Sf =  1, (9.4)
10. О теории Розенцвейга
S =  |tf |: i \ , P = R c( I )  . /), P = V Q U f F ,
где.
Q =  Jm(U  . /) и Т =  \ U X  І (10.1)
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Формулы эти применительно к многофазным цепям и были получены 
И. Розенцвейгом (в других обозначениях).
11. В ы в о д ы
В электрической цепи (многополюснике) в общем случае следует раз­
личать следующие виды мощности:
1. Активную (среднюю) мощность, равную действительной части ска­
лярного произведения символического вектора напряжения на сопряжен­
ный вектор тока, то есть
P  =  R e ( J j . Л/).
Величина этой мощности не зависит от выбора точки отсчета напря­
жений, приложенных к многополюснику.
2. Кажущуюся мощность, определяемую как максимальную активную 
мощность, которую можно получить при заданных эффективных значе­
ниях токов и напряжений многополюсника и равную скалярному произ­
ведению вектора эффективного напряжения на вектор тока, то есть
S = U  . 7
3. Сопровождающую мощность, учитывающую разницу между вели­
чинами активной и кажущейся мощности, равную корню квадратному из 
разности квадратов кажущейся и активной мощностей, то есть
D  =  ] T  S 2- P 2.
Существенно заметить, что мощности S  и D  приобретают определен­
ное значение лишь после задания точки отсчета напряжений многопо­
люсника.
Сопровождающая мощность в свою очередь состоит из ряда частей: 
реактивной мощности и мощностей несимметрии, причем все эти виды 
мощностей связаны квадратичной зависимостью
D 3 =  Q2 +  T * =  Q2 +  D  -  7% 
где JQ определяется мнимой частью скалярного произведения векторов 
О  и I3 то есть
Q =  Jm ф  . /),
а мощности T3 Ta и Ti определяются как абсолютные величины вектор­
ных произведений векторов V  , I3 U n  J 3 то есть
т = \ Ъ х 1 \ ,  Ta =  I U X  7 | .
Т,  = | / 1 G x l l 3 -  ITrxTl2.
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